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0 . Rappels sur les ensembles

Ensemble E : collection d' objet (
" éléments ")

→ appartenance : × E E

ms inclusion
: F c E ( y C- E pom tout y

C- F)

intersection : An B = { × : x EA et × C- B}
réunion : A U B = 4 x : x EA on × C- B)
complémentaire : A CE → À = Ac = { × E E : x ¢ A}
différence : A

,
B CE n' AIB = An B- = { × C- A :X ¢ B}

différence symétrique : A
,
B CE → A D B

= LAU B) YAN B) = Ethan B))
ensemble vide : 0 ULBYANBD
ensembles disjoints : A

,
B CE t -

q
.
An B = §



U
,
M commutatives & association

(AUNB = BUNA) (AU B) U Cet AU@ Uc) = AU BU c)

distributivité de U sur n '

.

Au @ ne) = LAU B) nnfuc)
B B

A A

④"" c ' "

c

et de nsm U
: A n @ Uc) = (An B) v (Anc)

Ensembles muets : N
,
Z
,

Oh
,
R
, Ry} , ,

IR
+ ,
R
_ ,
R*
,
e etc

.



1. Aléatoire

→ Modèle pom décrire des phénomènes dont on ne peut pas prévoir a priori le résultat

mais t -
q. si on fait un grand nombre d' expériences , on observe une certaine

"

régularité ?

ex
. :

lancer d' une pièce ( 1 triage : impossible de savoir si
"

pile
"

on

"

face
")

grand nombre de tirages : moyenne = 50% "

pile
"

Espace d'état R : ensemble de tous les résultats possibles

ex . : pile ou face l = { pff
triage de deux

!

dés : s = 41 , _ . _, %
durée de vie d' une lampe : l = Rt

Événement : partie de l (événement élémentaire : singleton {a} , u er)
£ A CA

,
Â est l' événement contraire de A

A , B c r ,
AU D= événement A on B

,
etc

.

etc .



Si A est l' ensemble de tous les événements
,

A est stable par
°

,
M
,
U et R

, ¢ c- A

( A ,
B C- A ⇒ A ABE A ete . )

A UB

Probabilité : A c- A ns P CA) e lo , D

( intuitivement , si on répète n fois la même expérience ,
la fréquence f-net) de A devrait satisfaire f. (A)

n
]ICAD

Propriétés : (Po) O E P (A) Et
,

tt A EA

(PD P d) = I

(P2) A
,
B C- A ⇒ PEAU B) = PCA) + t'(B)

An B =¢



ex . : a) P (d) = 0 ,

b) tt A E A ⇒ PLAY = t - PCA)

c) A
,
BE A ⇒ PEAU B) =P (A) + P (B) - PLANB)

d) Y A
,
. .
. .

. Ah C- A
,

A in A j
= ¢ ,

i # je f1 , . . , te}
P LA ,

U
. . .
VA D= t'f. § Ai ) = ¥

,

t'(A)

e) A
,
BEA

,
ACB ⇒ PCA) E PCB)

Variable aléatoire :

fonction X : l - E (en général E-- R )
transport de P ms P

×
= loi de la variable X :

t'
×

i. = PLIÉE ,
FCE (×

"

=L
g)



ex . : l = f1 , . . ., 6)
&

,
A =P@) ( partie de l)

P ÷ ¥Az=A¥ pu tout AE A

Soit X : r → IN

Cig) ts itj =

"

somme des 2 dis
"

P
× (B) = ¥ { ( isj) El : itj c- B }

36

( Px ② = #K¥4 -

- ¥ , ↳④ = # H"!!""t -- ¥ )
etc .

Déf . : une probabilité sur l fini est une application
P : P → [QD satisfaisant ( PD , (PD

(a) , b) , . . . , e) sont aussi satisfaits)



Prop . : a) une proba.sn A fini et entièrement caractérisée par { par = Plu}) , u er} .

b) tt (par)we r , J ! proba .

P t.q.PKD= pu ,
tu C- R

,

pu > 0 et En pw = l
'

( Acr ⇒ PCA) ; Ça par / ami¥ = 0 )

Déf . : r fini ms P prix . uniforme si par = Pfff) est indépendant de a er

→ par = t
#n'

→ t' (A) = ¥¥r ,
tt AC r .



Loi hypergéométrique
Une urne contient B boules blanches

N boules noires

→Tirage sans remise/ sminttoné de n boules ( ne ff0, i. , BTNJI)
X : nombre de boules blondes ( n - X : nombre de boules noires)
M

: ensemble des parties à n éléments ns # R = ¥4
Si 0 Ex EB et 0 En -× EN , X

-

¥ ) contient (f) (%) éléments

←

rxa-re-xt-4.f.fi?aa : ÷ :



Loi binomiale

Une identique ( B boules blanches
,
N boules noires) .

→ Tirage avec remise de n boules ms R : { 1
,
.
. . ,
BTN}
"

, # R = @ tn)
"

X : nombre de boules blanches

Loi : P =P @ -
- x) = ¢) (Ea)

"

(In)
"

04 tu
= ¢) p

×

f- p)
" "

où p = ¥n= poba .

de tirer

une boule blanche

à chaque Âape
Loi binomiale de tartan et paramètre pelo, D

vs Bdp)



Loi binomiale comme limite de lois hypergéométrique
B
,
N » 1

, ¥w → p E [0,1J : tirage sans remise x avec remise

(→ to) (peu de chances de retirer le même

élément)

e- IÈ⇒iËüËÏ"

= ¢) @ & -D . _ . (B -*D) @ @ -t ) . . . @ -

ntxtDJ@rNBtN-D.i.fBtN-xtDBtN-xJ.i
- @ +N - nt )

nn ¢) Ç × . .
"

X ¥pX ¥n ×
" " × BEN

PF e.q
= Et- pi



Définition générale
bi r n' est pas fini , les déf . précédentes sont insuffisantes
exe : tirer pile on fera n fois ms r = tp , f }

"
et P (A) = ÇA , A ch

nombre infini de coups un r = µ , f)
N°

A =

"

on ne tire jamais pile
"

→ P (A) ?

Au =

"
on ne tire jamais pite au cours des n premières étapes

"

P fan) = t
2
"

nn on est tenté de poser P(A) = fin
,

P (An) ;¥z ¥ = 0 .

( passage
à la limite)



Ensemble dénombrable : en bijection avec N (ex .
: Z
,

Oh etc . )
22,3K

IR n'est pas dénombrable
,
ni [a, b) C R, a Lb

propriété : toute partie d' un ensemble dénombrable est fini on dénombrable

I fini on dénombrable , et Ai fini on dénombrable par i EI

⇒ ¥ Ai est finie on dénombrable

R
,
A CP événements

Définition : A est une algèbre si

(A) de A
,
M c- A

LA 2) A C- A ⇒ A
'

= À C- A

A-3) Ai c- A ⇒ An B C- A
,
AUBE A (stable pas intféumim finie)



A est une tribu si CAD -fa) - A-3) et f-4) stable par int . / réunion dénombrable :

f- algèbre)
@4) LAN)nen ,

A-
n
E A pom n >0

⇒ nfµ An E A et ¥µ Ame A .

f4) ⇒ CAP : AE A
,
BE A

| An Bn Bn . . .
= An B )

Déf . : . Le P ms off) = tribu engendrée par le

= plus petite tribu contenant le

existe toujours : PCR) est une tribu ms r@) = M Te
le tribu
CCC

• A E P tribu : un ensemble mesurable et un ensemble A C- A .



ex
. : A = { 9, r} tribu grossière (plus petite tribu)

Ac r vs r (A) = { ¢, A , À , r}

Afi) .. partition finie ou dénombrable de R 4¥
.

an =L pom its)
T ((A) ici) = { Bj =

g.
¥ Aj , T partie de I}

r = R @ espace topologique)
Tribu borélienne = tribu engendrée par

la classe des mont de IR

BLR)
Prop . : la tribu borélienne de R est aussi la tribu engendrée par ls intello

de la forme J -x, a] , a E Oh



déni
.
: le

,
= classe des tirs ouverts

Ca = -J -q a) , a C- On
B. (A) = tribu béotienne

Tout ouvert O CR pour s' écrire comme réunion dénombrable d'int
-
ours :

6 =

¢ ,¥ a
Jq - tn , q + f- [ , B = { (q.nl t -

q - q
e a

,
n EIN
"

et Jq - f. q + ta [ co}
Comme 9

, CBCIR) , on déduis pa CAD que
r@, ) = BAR) .

shîitt décroissant

:Soit Jx, y [ CE ,
et sir ④ n

, Lyn ) & suite de ratâmes t.gg, ¥,xy .

→ Jxy [ = Yen - a
, yn] n ) - o , xD )

⇒ C
, coke) et B = ok , ) créa) .



De plus , tout fermé est dans BX) donc Gg c BCR)
donc tle) C B ⇒ KG) = B .

Défi : une probabilité sm la tribu A de l on me qphàtûù P : A - [QD
(mesure de probabilité) tq .

@ D P = t

@3) tt Afn)ne µ , An C- A pom n EIN t - q . Ann Am = 01 pm mtn,
avoine de (2 à 2 disjoint)f-aiàtüté)

p¥,#y ÏÊ.PK" '

µ

an . ¢ ponton ENPropriété : PQ) = 0 : (A)new E A
,

⇒ Pfff
=P#*An) -_ ËI PA¥ ⇒ a --0

.



l' 3) ⇒ ff2) : A
,
B C- A

,
A AB =p

~ A
,
= A

, Az = B , Az = . . . _ = ¢
⇒ P#*An) = NË. Pfn) = P + P @ tot-- =P#xp@

A CB ⇒ t' (A) E PQ)

PAC) = t - t' (A)

PEU B) = t' (A) + PCB) - PLAN B)
paf n B) E min (PCA , PCBD
PEAU B) 7 max (PCA) , PCBD

T'
(A)ne µ E A " suite croissante ( Anc Am tn 70)

⇒ 4fr))ne µ est croissante et liz Pfn) =P#*An) .

(A)new E AN sisi t
⇒ plan)) non + et fuis P An ) =P#nan) .



Défi. Un
espace de prix . / espace probabilisée est un triplet ¢, A , P)

où r est un ensemble
,
A E P rt me tribu

,
P : A → [QD
une probabilité

ex . :@ y , B D) , a = mine de Lebesgue) (a@qbD-_b-a.eagEg)

(R , BCR), § ) , × E R
, § = masse de Dirac en ×

(s, (A) = 0 si × ¢ A
§ (A) = 1 si × C- A)

@ fini , PED, P) équiprobabilité : P (A) = AI
# R

'

(r-.fqig.P@iePxpPiloideBemnleidejoram.pe [a.D)
P

= pt, + f- p) to (P@ = t - p ,
PCD = p)



Prop . : A tribu de R

G suppose que
P : A - [on] vérifie d) et @2) .

G a égioaka des ppts suintes :

(i) (Ps)
(ü) PLAN) to si A- µ¢ et Au E A

{ü) P #d b PLA) si Ant A ,
An EA (⇒ A C- A)

(a) PLAN) M I s ' An T R et Au C- A

C) PLAY T P(A) si Ant A et Au C- A (⇒ A C- A)

déni : E) ⇐ d)
(i) ⇒ (v) : Bo = Ao et Bn = An I Buy pom n > I

( BD
ne µ

suite disjointe et n' Bn = n'¥ An = A



du Plan) =P
.

Br) -_ÈPB)
-

I. ËKtf¥ K¥14 -- Plat
donc PLAN) I PCA )

(v) ⇒ (i ) :
Soit

"

(An) E AN
,

2 à 2 disjoints
et posons Ben ÷ ¥ Ah ,

B = ¥µ Ak -

P @ n ) = t' ftp.) car A. , . . . , An disjoints .

et P § n ) T P (B) d'apè (v) car Bn t' B

Mais Ptn) = È
.

Pack) ¥. ÈÏ PLAN d'à P =ÈÎP#a)
i.e. (T'3) .



c) ⇒ Civ) : pom
A = r ( P @ = 1)

(v ) ⇐ (ü) : An Î A ⇐ Bn tu B où Bn = Ai
B = Ac

P@D= t - PLAN)
P (B) = t - PLA)

donc P An) MPLA) ⇐ P (Bn) tu t' (B)

(ü ) ⇒ Cü ) : pm A = ¢ ( P = a)

On a donc ( i) ⇐ (ü) ⇐ (v) et f) ⇒ Civ) , (ü) ⇒ fil .

⇐ Civ) : en passons au complémentaire (l'= § )
Il reste à montrer que Civ) ⇒(v) pour conclure -



Supposons Civ) et soit (A)f- AI ANIA .

Soit Bn =
A nu Ac ; Bn t AUAC =D

et @nn ADC (Anne) =p
donc P @ n ) = PLAN ) + PLAY =P (A) + t - PCA) .

Par Civ) P (Bn) I P = 1

d' où PLAY + t - PLA) I I
,

i. e. PLAN) I PLA) , ce qui montre 4) .


